HACTABA MATEMATUWKE Y CPEIIHOJ IITKOJIN

Jp 3opan Kanendypr
VMHBEP3HE TPUTOHOMETPUJCKE $YHEKIINJE

Ha ycmenom meny menura w3 Amanmse | ma MaremaTmukom dakymnrery decto
mocTaBuM murame: ,/la nu ¢pyErnuja cunyc mma waBepsuy? He Tako peTko oarosop
je: ,,[a, To je dpymrmuja apkyc cuayc. AKO 3aTHM NOHOBHM IHTAMkHE y3 HANOMEHY Ia
ce MOAPa3yMeBaJ0 N3 Ce Paau O GYHKIUjU YUjU je TOMEH CKYI PEAJHUX OpOojeBa, HEKW
O KAHIUOATA Ce MPEeNOMICIe, anld u3BecTaH Opoj ocraje mpu mperxonaoMm TBphemy.
ITocxe Tora, GecapeaMeTHO je ma ce MOCTaBJ/bAjy HEKA CYNTUIHA]A NTUTAhA, HA IPUMED:
,Komuko je arcsin(sinz)?* IlpermocTaBbaM Oa je Pa3ior OBAKBOM HE3HAIHY BDPIO
MaJI0O BpeMe KOje je y CpeImOMKOJICKOj HACTaBU mpeaBuheHo 3a 0Opaay WHBEP3HHX
TPUTOHOMETPHUjCKUX (YHKIMja; HA YHUBEP3UTETY, ONET, YIIABHOM Ce MPEeTHOCTABJhA
A ce eleMeHTapHe (YHKOUje yde Y CPen’bOj LIKOMM.

Mum oBor umanka je qa Ha HEKW HAYWH IONYHN MOMEHYTY IPA3HUHY, ameinyjyhm
na ce 6ap 3a oBe capiKaje u y IpeLIoKeHOM OKBUDY Hale Bpemena y cpemo]j KO In.
Kao yBog, moncernhiemo Ha OCHOBHE UMIHEHNIE O MHBEP3HIM (YHKIHjaMa YOIIITE KOje
hie mam y masmem Outu moTpebHe.

1. NuBep3ua pyHKUMja

Axo je f: A — B mpomsBosbHA (YHEKIUjA, TO3HATO je ma oHa Hehe yBex mmartm
uneepsny Ppyrnryujy, Tj. rehe yser mocrojaru pysrnuja g: B — A, raksa ma 3a cBako
x € Asaxu g(f(x)) =z u3acsako y € B Baxu f(g(y)) =y. [a 6u Taksa Qysknuja
[OCTOjaJla, HEONXOHO je W NOBOJBHO na nata (ymknuja f Oyme bujexyuje (j. ,,1-1¢
u ,Ha"), ci. 1.

Cu. 1 Cu. 2

Kopn peanmux (yukmmja peasne IpPOMEHJ/HBE IOCTOJH jeJHOCTABAH KPUTEPUjyM
3a UCIUTUBAMKE TOT YCIOBA.
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CtaB 1. Heka je f: A — B peaana fynryuja peasre npomennuee (mj. A,
B C R) xoja je cmpozo monomona u ,na“. Tada nocmoju uneepsna gynxyuje
g: B = A fdynxyuje f u ona uma ucmu cmucao moromonocmu xkao u gyrnxyuja f.

Loxas. Ila 6ucmo morasanu na GpyHKnuja f mMa MHBEP3HY, HOBOJBHO j& NOKA3ATH
na je oma ,1-1% 1j. ma u3 x; # xo cuemm f(x1) # f(x2). Hera je x; # xo; Ha
npumep, Heka je rp < xz. OHpa m3 crpore MOHOTOHOCTH (yHEHmmje f ciemu na je
flz1) < f(z2), cua. 2(a), waa f(z1) > f(x2), ca. 2(6), 1j. cBakako f(z1) # f(x2).
Tuwme je mokazamo ma je f Omjeknuja, Tj. fa MMa HHBEP3HY (YHKIOHjY, HA30BHMO je g.

pernocrasumo xa je, ma mpumep, f crporo pactyha ¢ymrmmja, ci. 2(a), u
NOKaRUMO na je u g crporo pacryhia (cayuaj crporo omazajyhe (ynknuje pazmarpa
ce amanorso). Heka cy y1, y» € B u 1 < y2. Mopajy mocrojaru erementu rj,
xo € A, raxsu gma je f(z1) =y u f(22) = yo. o pepununuju mnuseps3ne Qynrnuje,
yupaso je g(y1) = x1 1 g(y2) = wo. Ilpermocrasmmo, cynporro TBphemy, ma je
9(y1) = g(y2), 1j. 21 > x2. Tama je m y1 = f(x1) > f(z2) = y2, cymporHO
npermocrasnu. Jlo0ujena KOHTpAUKNMja TOKA3yje TeopeMy. W

Ilomcermmo ce ma mpuimkoM 3amaBama HEKE (YHRIHUje MOPAMO HAjupe 3aIaTh
BEH JIOMEH U KONOMEH, a 3aTHM IPABIIO IpeciunkaBama. pyrum pedmma, (yHROmja
f: A — B ce moxe cxparutu ka0 Tpojka (A, B, f) u aBe ¢yHruuje cy jemmake camo
akKo Cy UM jemHake cBe oxrosapajyhe koMmomente Tmx Tpojru. MelyruMm, rama ce
pams o peanHuM (YHKIWjaMa peasHe MIPOMEHJpHBE KOje ce 3axajy oapebherum ¢op-
mynama (moceGHO Kaja ce paju O eleMeHTapHEM (yHKIUjaMa), OOMYHO HPUXBATAMO
cnemely KOHBEHIU]y: aKO Ce HE HaBeLy NOMEH U KOIOMEH (yHKHZje 3axaTe (pOPMyJIOM
y = f(x), Tama mogpasymesamo na je momen majselim momckynm ckyma R koju uspas
f(x) momymra, Tj.

{z € R| f(z) je nedpunucasno }.

IlITo ce komomena Tudue, 3a mera ce moapazyMeBa ma je jenzak R, ako ce gpyraumje
He HaTJIaCH.

Hac he majBume maTepecoBaTH mUTa®ke (OPMYICKOr oapehuBama 3aKOHA KOpe-
cuonzennuje muBepsne ¢ymrumje. Ako je mara meka (ymkmuja y = f(x), ma Ou ce
nobuna meHa wEBep3HA (yHEOIUja (ako OHA mOCTOju), Tpeba jemmadumy y = f(x)
ypemuru mo x“, Tj. mpukasaru y obmury x = ¢(y). Moryhrocr raksor (jemmos-
HAQYHOT) pemaBambha je yIpaBO eKBUBAJCHTHA OUjeKTUBHOCTH (yHKIHje f.

Opumepr 1. Hahu unsepsny ¢yuknujy dpyurmumje f(z) =3z — 5.
Ia je ¢ymenuja f: R — R nara mspasom f(x) = 3x — 5 Oujexnuja, I1axo
je mpoBepuTH. YMeCTO (JOPMAJIHOT ITPOBEPABAMHA YCIOBA KOJU NE(QUHAIIY CBOjCTBA

»1—1“m ,Ha“, TOBOJPHO je KOHCTATOBATHU A jeMHAYMHA Y = 3T — 5 3a CBAKO PEAJHO Y

. y+5 . . .
uMa jequHCTBeHO pememe ¥ = ——. Ha Taj mavwmn, maBep3Ha QyHENUja ¢ QyHKOUje

_y+5
==

[MpuMEP 2. ®ymkmmja f(x) = 22, mocmaTpana kao dGymemmja f: R — R, mema
WHBeP3HY (QYHEMEjy, jep jemmaumma y = x7:

1° 3a y < 0 HeMa pememna;

2° 3a y > 0 uma mBa pemema T = i\/gj.

f mara je mspasom g(y) A
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Axo OGucMmo wmmak kenemm ma MOCMATPaAMO (YHRIW)Y KOja Ou Ouia MHBEP3HA 3
dyrrmmjy f(x) = 22, Mopasm GucMO Ha TOTOJAH HAYWH 1a M3a0epeMo meH JTOMeH 1
rkonoMesn. Hasommmo mse moryhmocTtm 3a To:

(a) Hexa f: RT U {0} — R" U {0}. Tana jemmaumna y = > uMma jeamHCTBEHO
pememe Koje 03HaYaBaMoO ca T = /Y, Tj. HHBep3Ha (YHKNHUja g : RTU{0} - RTU
{0} mara je ca gi(y) = \/y 3a y > 0.

(6) Hexa f: R~ U{0} — RT U{0}. Pemema jemmaunue y = 22 je (360r z < 0)
TOHOBO JeMHCTBEHO W M3HOCH T = —,/y, Ma je caja MHBEP3HA (PYHENUja HaTa ca
gg(y):—\/@3ay>01f1g2:R+U{0}—>R*U{O}. A

Axo smenumo ma koHcTpyumemo rpaduke melycobro mEBep3HUX (yHEIUjA f I g
y HCTOM KOODJMHATHOM CHCTEMY, OHIA MOPAMO IbUXOBE APTYMEHTE O3HAYUTU MCTUM
CIOBOM. Y TOM LUy, HOCIE DellaBama jegaadune y = f(z) 1 BHEHOr IPeACTaBbABDA
y obnury = = ¢(y), Tpeba OpOMEHHTH MecTa CIOBUMA T U ¥, HOCIE dYera J00ujaMo
u3pa3 3a UHBEP3HY QyHENUjy y o0muky y = g(x). AKO 3aTuM KOHCTpyHmEMO rpaduke
¢yurnuja f u g, 3akmpyunhemo ma Bakn

Cu. 3 Cu. 4

CtaB 2. I'paguuyu ysajommno unsepsnur pynkuuje f w g mehycobro cy cu-
MEMPUNNL Y 0ORHOCY MG CUMEMPAAY NPEoz u mpehiez Keadpanma.

Jokas ce cBomu Ha ummeHHLy na cy tauke (a, f(a)) u (f(a),a) cumerpuune y
OJHOCY HA HOMEHYTY CAMeTPaiy, Ca. 3. M

Ha camkama 4 u 5(a), 5(6) rpa¢uuku cy npukaszanu npumepu 1 u 2(a), 2(6).

ITomernMo jom nma MOHOTOHOCT, KOja je IpeMa TeopeM:u 1 JOBOJBAH YCIOB 32
IOCTOjamke WHBEP3HE (YHKIWje, HUje W HEOMXONAH YCJIOB 3a TO.

Opumepr 3. Pymrnumja f(x) = —T—l uma 3a gomer ckyn R\ {—1} u ma me-
x

My muje MOHOTOHA (Mama je cTporo pacryha moceGHO Ha mATepBatuUMa (—00, —1) 1
(=1,+400)). Mebyrnm, ona fie unak umary MHBEp3HY (YHKNW]Y, IOX YCIOBOM A 3a
TO IPUIATOLUMO HeH KogoMeH. 3aucTa, ako y3memo na f: R\{-1} — R\ {1}, rpeba

yCIBAp® Oa PEmnMO jeJHAUNHY Y = 3a y # 1. To je yBex moryhe — pememe

jex = 1 , Ta TPOMEHOM MeCTa CIOBHMa NOOWjaMO M3pa3 3a MHBEDP3HY (YHKIW]Y

x

y=g(z) =

b

1—2x
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Cu. 5

mpu wemy ¢: R\ {1} — R\ {-1}. Tpadumm osux ¢ymrmuja cy narm Ha
ci. 6. A

Cu. 6

2. NluBep3He TPUrOHOMETPUjCKe (PYHKIMje

®yEEMUja cHHyC, TOCMATPaHa HA CBOM IPUPOIHOM NOMEHY, Tj. (YHKIHja
sin: R = R

Huje OujexkTuBHA — OHA HUje HEU ,,1-1° mHE ,Ha“. ok OM ce CypjeKTHBHOCT MOLJIA
noctuhin cmamuBameM kogomera (y3umajyhu na je to cerment [—1,1]), nnjexTusroct
ce He MOxe 00e3bemuTu y3 3amp:kaBame moMera R, ¢ o63upoM ma (gyHknuja sin mumje
MOHOTOHA, ci. 7. CaMYHO BaKW W 33 OCTAjJe OCHOBHE TPUTOHOMETPHjCKE ()YHKIU]je
cos, tg um ctg. Ila bmcmo mobumam (yHEnUje KOje jecy Omjekmuje, Te uMajy WHBEP3HE,

MOpaMO Ha MOTOAaH HAYMH Ja H3abepeMo BUXOBE JOMEHe U KOJOMEHE.
T .
—5 5] n komomemom [—1,1], Tj.

] — [-1,1], mara ¢popmynom f(x) = sinz. Ha ocHOBy mosmarmx oco-

Heka je f ¢ymrmuja ca momeHom [
T

£ =53
OuHA TPUrOHOMETPHjCKHX (YHRIWja 3aKBYIyjeMO na je Ta (yHKnuja ,HA, a Tarobhe
u 71a je crporo pacryha, ma camum tum u ,,1-1%. Ilakme, Ta ¢pyHEnUja je OujekTuBHA,
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Cn. 7

na uMa uEBep3Hy Qymrnmjy g: [—1,1] — [—g, g] Bpenuoct ¢ymrnmje g y HEroj

taukn y € [—1,1] o3mavaBamo ca arcsiny, Tj. ysumamo na je
. . T
y=sinx <= x =arcsiny, 3azx€ [—5, E]’ y €[-1,1].
Ha gpyru Hadus TO MOXKEMO HANHCATH U OBAKO:

(1) arcsin(sinz) =z, 3a —

(2) sin(arcsiny) =y, 3a —

Harmacumo oxMax ma cy ycioBm HaBegenw y3 jenHakoctu (1) m (2) Bpao GurHE.
Haume, ako me 6u Baxumo —1 < y < 1, nesa crpana jemgaxocru (2) me 6u yommre

T T
umaia cvucia (a mecua 6m!). | Jom rope®, ako me Gu GmI0 —3 <z < > obe cTpame

jemmakxoctu (1) Ou mMame cMuCIa, aau jeqHAKOCT He Ou Ouma ucnymena. Ha mpumep,
3ax =7 je sinm =0 u arcsin(sin7) = arcsin0 = 0 # 7.

Ila 6bucMo KOHCTpyHCAIH IPadUE HOBONOOHMjeHe (yHKNEje arcsin, m3BPIIEMO 3a-
MeHy CIOBa, Tj. mocmMarpajMo ¢ymkmujy y = arcsinz 3a z € [—1,1]. Kopucrehn
reopemy 1 3akmbydyjemo ma je oma crporo pacrtyha, a ysumajyhu y 063up u teopemy
2 u mo3HaTH rpauk cuHycHe (yHENUje nobumjamo meH rpaduk Ha ca. 8. Takobe ce
JaKO U3BOJE 3akbyunu (jacHW ca rpaduka) 0 HyJ W U 3HAKY (QYHKOUje y = arcsini,
Ka0 U O HBbEHOj HEeMapHOCTH.

Can. 8 Cn. 9
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IIpumeP 4. Ilokasatu ma je

3T

arcsin(sinz) =7 —2 3a - < < —.

Tepheme crenn Ha ocHOBY mo3maTe ocobmue cuuyca: sin(m — x) = sinz, ako ce
. T 37 T T
IPUMETH 12 je 3a 5 <z < > UCIYEHEHO —5 <m—x < 5 A

Cunyal mOCTyIak Kao 3a CHHYC MOXe ce COpOBecTH 3a (yHKnujy y = cosx. by
Tpeba mocMaTpary kao ¢pyuknujy ca momenom [0, 7] u komomenom [—1,1]. Oarosapa-
jyha umBepsna ¢ymknuja arccos he npecaurasaru [—1,1] wa [0, 7], 7j. Baxunle

Yy =cosx <= x =arccosy, 3ax€ [0,7],y€[-1,1],
OJHOCHO

arccos(cosz) =z, 3a0<
1

cos(arccosy) =y, 3a —

I'padur re pynrnuje je ma cia. 9.
. ™ . .
IIpumEP 5. Ha ocHOBY mO3HATE penanuje cos (— — a) = sin @ 3aKBYIyjeMO I
™ .
BAKI AICCOST = o — Arcsina 3a |z < 1. A

Hocmarpajmo cana dyurnujy f(z) = tgz. 3a my je moromao m3abpaTu TOMEH

T . .
(—5, 5)7 a komomer R. Kopucrehu nozmara cBojcTBa TaHreHca, Taga 3aKbYUIyjeMo

A Tako nobujaMo OujekTuBHY (GyHKUUjY f: ( —) — R, unjy uaBep3uy ¢yHrnmjy

T
2’2
iy

™
osmaunMmo ca arctg. Ilakme, arctg: R — (—5, 5) 7 BaKU

™ T
Yy =tgr < x = arctgy, 3a—§<x<§,y€R,

niam

T T
arctg(tgz) = 3a -5 <z< 5

tglarctgy) =y 3ay € R.

Jlako ce m3Bome ocHOBHEe ocobume ¢ymknuje y = arctgz (oHE ce cBe MIyCTPY-
jy u ma menoM rpaduky, ci. 10): oma je memapua, crporo pacryha m orpanuvena
(|arctgz| < 7/2). Ilo3uTuBHA je 3a MO3UTHBHE, A HETATHBHA 33 HETATHBHE BPENHOC-
TH apryMeHTa U UMa TAdYHO jemHy Hymy — Tadky = = 0.

IIpumeP 6. Ilokasatu ma 3a cBako T, ¥ € R 3a koje je xy < 1 Baxkn

(3) arctgx + arctgy = arctg Tty .
1—xy
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Ca. 10 Ca. 11

tga + tg B

Y mosmatoj dpopmynu tg(a + 3) = T—tgates craBuMo a = arctgz, 3 =

arctgy (mTo je no3BosmeHo 3a xy # 1), ma mobujamo

tg(arctg x + arctgy) = .
1—xy

. 71' m .
Axo jempu tom 1 —— < a+ 3 < 5 (wro je mcnymeno 3a zy < 1), omatae cienn
¢opmyma (3). A

Hajsan, ma cimuyan mayun ce ysogu (yurnuja arcctg: R — (0, 7), kao unsep3na
¢yuguuju ctg: (0,7) — R, ca. 11.

ITruMmEP 7. 3a cBako * € R Baxkn arctgx + arcctgzr = g A

3Aananu
1. Hahu uuBepsue ¢pyurnumje crenehux (yHEnuja n HAIPTATH HUXOBE Tpa(UKe:

f@) =141, f@) =27 f@)=at (f: (=0,0]  [,00)),

f@)=Vi-2 (-1<2<0), f@)=vi-2 (0<z<1),

38 —o0o <z <1,

x7
flx) =< 22, 3al<x<4,
2%, za4 <z < +o0.
et — e~
2. (a) Hokasaru ma ¢ymemmja f: R — R, mara ca f(z) = —p — mMa mE-
Bep3Hy (QyHENU]y ¥ HANW BHeH aHAJUTHYKE U3pas.
. e’ +e”" .
(6) Hokazaru ma ¢ymrnumja g(z) = ——, — HeMa mEBep3my GymEIUI]y, aam

Ia je nma (GyHEnmja ca gomeHoM [0, 00) M KOJIOMEHOM [1, 00) M 3aKOHOM KODECIOHIEH-
nuje maTuM ToM mctoM dopmyiaom. Hahm dpopMmyny 3a Ty uuBep3Hy (yHKIH]Y.

3. Hahun arcsin(sin 3), tg(arcsin 2/3).
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om
. . . . 2 .
(6) Hokazaru ma je ¢pymrnmja f(x) = arcsin(sinz) mepuoaudsa ¢ OCHOBHAM
nepuonoM 27. Crumuparu rpaduk te (GyHKImje.

. . 37
4. (a) Horasatu ga je arcsin(sinz) = x — 27 38 — < = <

5. IllTa je uuBep3na ¢pyHEnUja GyEKDHju y = arcsinz?

6. Ioraszaru ma je

. x

arctg x = arcsin W7 r €R;
x

arcsin x = arctg Vs |z < 1.

7. Ilokasaru ma je

arcctg 3 + arcctg5 + - - - + arcctg(2n + 1)

3 n+1
= arctg2+arctg§ + .-+ arctg —— —n arctgl.
n



