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INVERZNE TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

Na usmenom delu ispita iz Analize I na Matematiqkom fakultetu qesto
postavim pita�e� ��Da li funkcija sinus ima inverznu�� Ne tako retko odgovor
je� ��Da� to je funkcija arkus sinus�� Ako zatim ponovim pita�e uz napomenu da
se podrazumevalo da se radi o funkciji qiji je domen skup realnih brojeva� neki
od kandidata se predomisle� ali izvestan broj ostaje pri prethodnom tvr�e�u�
Posle toga� bespredmetno je da se postav�aju neka suptilnija pita�a� na primer�
��Koliko je arcsin�sinx��� Pretpostav�am da je razlog ovakvom nezna�u vrlo
malo vreme koje je u sred�oxkolskoj nastavi predvi�eno za obradu inverznih
trigonometrijskih funkcija	 na univerzitetu� opet� uglavnom se pretpostav�a
da se elementarne funkcije uqe u sred�oj xkoli�

Ci� ovog qlanka je da na neki naqin popuni pomenutu prazninu� apeluju
i
da se bar za ove sadr�aje i u predlo�enom okviru na�e vremena u sred�oj xkoli�
Kao uvod� podseti
emo na osnovne qi�enice o inverznim funkcijama uopxte koje

e nam u da�em biti potrebne�

�� Inverzna funkcija

Ako je f � A � B proizvo�na funkcija� poznato je da ona ne
e uvek imati
inverznu funkciju� tj� ne
e uvek postojati funkcija g � B � A� takva da za svako
x � A va�i g�f�x�� � x i za svako y � B va�i f�g�y�� � y� Da bi takva funkcija
postojala� neophodno je i dovo�no da data funkcija f bude bijekcija �tj� ��
�
�
i ��na��� sl� 
�

Sl� � Sl� �

Kod realnih funkcija realne promen�ive postoji jednostavan kriterijum
za ispitiva�e tog uslova�
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STAV �� Neka je f � A � B realna funkcija realne promen�ive �tj� A�
B � R� koja je strogo monotona i ��na�� Tada postoji inverzna funkcija
g � B � A funkcije f i ona ima isti smisao monotonosti kao i funkcija f �

Dokaz� Da bismo dokazali da funkcija f ima inverznu� dovo�no je dokazati
da je ona ��
�
�� tj� da iz x� �� x� sledi f�x�� �� f�x��� Neka je x� �� x�	 na
primer� neka je x� � x�� Onda iz stroge monotonosti funkcije f sledi da je
f�x�� � f�x��� sl� ��a�� ili f�x�� � f�x��� sl� ��b�� tj� svakako f�x�� �� f�x���
Time je dokazano da je f bijekcija� tj� da ima inverznu funkciju� nazovimo je g�

Pretpostavimo da je� na primer� f strogo rastu
a funkcija� sl� ��a�� i
doka�imo da je i g strogo rastu
a �sluqaj strogo opadaju
e funkcije razmatra
se analogno�� Neka su y�� y� � B i y� � y�� Moraju postojati elementi x��
x� � A� takvi da je f�x�� � y� i f�x�� � y�� Po definiciji inverzne funkcije�
upravo je g�y�� � x� i g�y�� � x�� Pretpostavimo� suprotno tvr�e�u� da je
g�y�� � g�y��� tj� x� � x�� Tada je i y� � f�x�� � f�x�� � y�� suprotno
pretpostavci� Dobijena kontradikcija dokazuje teoremu�

Podsetimo se da prilikom zadava�a neke funkcije moramo najpre zadati
�en domen i kodomen� a zatim pravilo preslikava�a� Drugim reqima� funkcija
f � A � B se mo�e shvatiti kao trojka �A�B� f� i dve funkcije su jednake samo
ako su im jednake sve odgovaraju
e komponente tih trojki� Me�utim� kada se
radi o realnim funkcijama realne promen�ive koje se zadaju odre�enim for�
mulama �posebno kada se radi o elementarnim funkcijama�� obiqno prihvatamo
slede
u konvenciju� ako se ne navedu domen i kodomen funkcije zadate formulom
y � f�x�� tada podrazumevamo da je domen najve
i podskup skupa R koji izraz
f�x� dopuxta� tj�

fx � R j f�x� je definisano g�
Xto se kodomena tiqe� za �ega se podrazumeva da je jednak R� ako se drugaqije
ne naglasi�

Nas 
e najvixe interesovati pita�e formulskog odre�iva�a zakona kore�
spondencije inverzne funkcije� Ako je data neka funkcija y � f�x�� da bi se
dobila �ena inverzna funkcija �ako ona postoji�� treba jednaqinu y � f�x�
��rexiti po x�� tj� prikazati u obliku x � g�y�� Mogu
nost takvog �jednoz�
naqnog� rexava�a je upravo ekvivalentna bijektivnosti funkcije f �

PRIMER 
� Na
i inverznu funkciju funkcije f�x� � �x� ��
Da je funkcija f � R � R data izrazom f�x� � �x � � bijekcija� lako

je proveriti� Umesto formalnog proverava�a uslova koji definixu svojstva
��
�
� i ��na�� dovo�no je konstatovati da jednaqina y � �x�� za svako realno y

ima jedinstveno rexe�e x �
y � �

�
� Na taj naqin� inverzna funkcija g funkcije

f data je izrazom g�y� �
y � �

�
� �

PRIMER �� Funkcija f�x� � x�� posmatrana kao funkcija f � R � R� nema
inverznu funkciju� jer jednaqina y � x��

�� za y � 	 nema rexe�a	

� za y � 	 ima dva rexe�a x � �py�
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Ako bismo ipak �eleli da posmatramo funkciju koja bi bila inverzna za
funkciju f�x� � x�� morali bismo na pogodan naqin da izaberemo �en domen i
kodomen� Navodimo dve mogu
nosti za to�

�a� Neka f � R� � f	g � R
� � f	g� Tada jednaqina y � x� ima jedinstveno

rexe�e koje oznaqavamo sa x �
p
y� tj� inverzna funkcija g� � R

� � f	g � R
� �

f	g data je sa g��y� � p
y za y � 	�

�b� Neka f � R� � f	g � R
� � f	g� Rexe�a jednaqine y � x� je �zbog x � 	�

ponovo jedinstveno i iznosi x � �py� pa je sada inverzna funkcija data sa

g��y� � �py za y � 	 i g� � R
� � f	g � R

� � f	g� �
Ako �elimo da konstruixemo grafike me�usobno inverznih funkcija f i g

u istom koordinatnom sistemu� onda moramo �ihove argumente oznaqiti istim
slovom� U tom ci�u� posle rexava�a jednaqine y � f�x� i �enog predstav�a�a
u obliku x � g�y�� treba promeniti mesta slovima x i y� posle qega dobijamo
izraz za inverznu funkciju u obliku y � g�x�� Ako zatim konstruixemo grafike
funkcija f i g� zak�uqi
emo da va�i

Sl� � Sl� �

STAV �� Grafici uzajamno inverznih funkcija f i g me�usobno su si�
metriqni u odnosu na simetralu prvog i tre	eg kvadranta�

Dokaz se svodi na qi�enicu da su taqke �a� f�a�� i �f�a�� a� simetriqne u
odnosu na pomenutu simetralu� sl� ��

Na slikama � i ��a�� ��b� grafiqki su prikazani primeri 
 i ��a�� ��b��
Pomenimo jox da monotonost� koja je prema teoremi 
 dovo�an uslov za

postoja�e inverzne funkcije� nije i neophodan uslov za to�

PRIMER �� Funkcija f�x� �
x

x� �
ima za domen skup R n f��g i na �e�

mu nije monotona �mada je strogo rastu
a posebno na intervalima ��	���� i
�����	��� Me�utim� ona 
e ipak imati inverznu funkciju� pod uslovom da za
to prilagodimo �en kodomen� Zaista� ako uzmemo da f � Rnf��g � Rnf�g� treba
ustvari da reximo jednaqinu y �

x

x� �
za y �� �� To je uvek mogu
e � rexe�e

je x �
y

�� y
� pa promenom mesta slovima dobijamo izraz za inverznu funkciju

y � g�x� �
x

�� x
�
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Sl� �

pri qemu g � R n f�g � R n f��g� Grafici ovih funkcija su dati na
sl� �� �

Sl� �

�� Inverzne trigonometrijske funkcije

Funkcija sinus� posmatrana na svom prirodnom domenu� tj� funkcija

sin � R� R

nije bijektivna � ona nije ni ��
�
�� ni ��na�� Dok bi se surjektivnost mogla
posti
i sma�iva�em kodomena �uzimaju
i da je to segment 
��� ���� injektivnost
se ne mo�e obezbediti uz zadr�ava�e domena R� s obzirom da funkcija sin nije
monotona� sl� �� Sliqno va�i i za ostale osnovne trigonometrijske funkcije
cos� tg i ctg� Da bismo dobili funkcije koje jesu bijekcije� te imaju inverzne�
moramo na pogodan naqin da izaberemo �ihove domene i kodomene�

Neka je f funkcija sa domenom
h
��



�
�




i
i kodomenom 
��� ��� tj�

f �
h
��



�
�




i
� 
��� ��� data formulom f�x� � sinx� Na osnovu poznatih oso�

bina trigonometrijskih funkcija zak�uqujemo da je ta funkcija ��na�� a tako�e
i da je strogo rastu
a� pa samim tim i ��
�
�� Dakle� ta funkcija je bijektivna�
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Sl� �

pa ima inverznu funkciju g � 
��� �� �
h
��



�
�




i
� Vrednost funkcije g u nekoj

taqki y � 
��� �� oznaqavamo sa arcsin y� tj� uzimamo da je

y � sinx 
� x � arcsin y� za x �
h
��



�
�




i
� y � 
��� ���

Na drugi naqin to mo�emo napisati i ovako�

arcsin�sinx� � x� za ��



� x �

�



����

sin�arcsin y� � y� za �� � y � ���
�

Naglasimo odmah da su uslovi navedeni uz jednakosti �
� i ��� vrlo bitni�
Naime� ako ne bi va�ilo �� � y � �� leva strana jednakosti ��� ne bi uopxte

imala smisla �a desna bi��� ��Jox gore�� ako ne bi bilo ��



� x �

�



� obe strane

jednakosti �
� bi imale smisla� ali jednakost ne bi bila ispu�ena� Na primer�
za x � � je sin� � 	 i arcsin�sin�� � arcsin 	 � 	 �� ��

Da bismo konstruisali grafik novodobijene funkcije arcsin� izvrximo za�
menu slova� tj� posmatrajmo funkciju y � arcsinx za x � 
��� ��� Koriste
i
teoremu 
 zak�uqujemo da je ona strogo rastu
a� a uzimaju
i u obzir i teoremu
� i poznati grafik sinusne funkcije dobijamo �en grafik na sl� �� Tako�e se
lako izvode zak�uqci �jasni sa grafika� o nuli i znaku funkcije y � arcsinx�
kao i o �enoj neparnosti�

Sl� 	 Sl� 
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PRIMER �� Dokazati da je

arcsin�sinx� � � � x za
�



� x �

��



�

Tvr�e�e sledi na osnovu poznate osobine sinusa� sin�� � x� � sinx� ako se

primeti da je za
�



� x �

��



ispu�eno ��



� � � x �

�



� �

Sliqan postupak kao za sinus mo�e se sprovesti za funkciju y � cosx� �u
treba posmatrati kao funkciju sa domenom 
	� �� i kodomenom 
��� ��� Odgovara�
ju
a inverzna funkcija arccos 
e preslikavati 
��� �� na 
	� ��� tj� va�i
e

y � cosx 
� x � arccosy� za x � 
	� ��� y � 
��� ���

odnosno

arccos�cosx� � x� za 	 � x � ��

cos�arccosy� � y� za �� � y � ��

Grafik te funkcije je na sl� ��

PRIMER �� Na osnovu poznate relacije cos
��


� �

�
� sin� zak�uqujemo da

va�i arccosx �
�



� arcsinx za jxj � �� �

Posmatrajmo sada funkciju f�x� � tg x� Za �u je pogodno izabrati domen�
��



�
�




�
� a kodomen R� Koriste
i poznata svojstva tangensa� tada zak�uqujemo

da tako dobijamo bijektivnu funkciju f �
�
��



�
�




�
� R� qiju inverznu funkciju

oznaqimo sa arctg� Dakle� arctg� R�
�
��



�
�




�
i va�i

y � tg x 
� x � arctg y� za ��



� x �

�



� y � R�

ili

arctg�tg x� � x za ��



� x �

�



�

tg�arctg y� � y za y � R�

Lako se izvode osnovne osobine funkcije y � arctgx �one se sve ilustru�
ju i na �enom grafiku� sl� 
��� ona je neparna� strogo rastu
a i ograniqena
�j arctgxj � ��
�� Pozitivna je za pozitivne� a negativna za negativne vrednos�
ti argumenta i ima taqno jednu nulu � taqku x � 	�

PRIMER �� Dokazati da za svako x� y � R za koje je xy � � va�i

��� arctgx� arctg y � arctg
x� y

�� xy
�
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Sl� �� Sl� ��

U poznatoj formuli tg�� � �� �
tg�� tg �

�� tg� tg�
stavimo � � arctgx� � �

arctg y �xto je dozvo�eno za xy �� ��� pa dobijamo

tg�arctgx� arctg y� �
x� y

�� xy
�

Ako je pri tom i ��



� �� � �

�



�xto je ispu�eno za xy � ��� odatle sledi

formula ���� �
Najzad� na sliqan naqin se uvodi funkcija arcctg� R� �	� ��� kao inverzna

funkciji ctg � �	� ��� R� sl� 

�

PRIMER �� Za svako x � R va�i arctgx� arcctgx �
�



� �

ZADACI

�� Na
i inverzne funkcije slede
ih funkcija i nacrtati �ihove grafike�

f�x� � � �
�

x
� f�x� � 
�x� f�x� � x� �f � ��	� 	�� 
	�	���

f�x� �
p

�� x� ��� � x � 	�� f�x� �
p

�� x� �	 � x � ���

f�x� �

���
��

x� za �	 � x � ��

x�� za � � x � ��


x� za � � x � �	�

�� �a� Dokazati da funkcija f � R � R� data sa f�x� �
ex � e�x



ima in�

verznu funkciju i na
i �en analitiqki izraz�

�b� Dokazati da funkcija g�x� �
ex � e�x



nema inverznu funkciju� ali

da je ima funkcija sa domenom 
	�	� i kodomenom 
��	� i zakonom koresponden�
cije datim tom istom formulom� Na
i formulu za tu inverznu funkciju�

�� Na
i arcsin�sin ��� tg�arcsin 
����
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�� �a� Dokazati da je arcsin�sinx� � x� 
� za
��



� x �

��



�

�b� Dokazati da je funkcija f�x� � arcsin�sin x� periodiqna s osnovnim
periodom 
�� Skicirati grafik te funkcije�

�� Xta je inverzna funkcija funkciji y � arcsinx�

�� Dokazati da je

arctgx � arcsin
xp

� � x�
� x � R�

arcsinx � arctg
xp

�� x�
� jxj � ��

	� Dokazati da je

arcctg � � arcctg � � � � �� arcctg�
n� ��

� arctg 
 � arctg
�



� � � �� arctg

n� �

n
� n arctg ��


